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Zur Theorie der Kreisbogenpolygone II.
Von 
H~,~s FSLCK~SP.aG in Braunschweig. 
Kapitel If.*) 
Die Uberdeckungszahlen. 
Unter der ~berschlagungszahl  einer Seite eines eln~ch zusam- 
menh~ngenden Kreisbogenpolygons verstehe ich~ wie allgemein tlblich, 
diejenige Zahl, welche angibt, wie viele voile ~Tberschlagungen (beim 
sph~,'ischen Dreieck Seitenl~nge 2~) die betretfende Seite tlberschreitet. 
Die Beziehungen, welche zwischen den 0berschlagungsz~Men undden 
Polygonswinkeln bestehen, sind unter dem Namen Erg'~n zungsrelationen 
bekannt; sie sind yon Klein**) enkleckt und fiir das Dreieck zuerst ab- 
geleitet worden, Ih~burp***) gibt sie fiir das Viereck an, w~hrend sie 
im Kspitel I dieser Untersuchung*) auch ffr das Kreisbogen-n-Eck ab- 
geleitet worden sin& 
Unter ~berdeckungszahl eines Punktes der Kugel, auf die ich ein 
Polygon aufgelegt denke, verstehe ich diejenige Zahl, die angibt, wie oft 
der Pnnkt yon dem gegebenen einfach zusammenh~mgenden Kr isbogen- 
polygon vollst~ndig iiberdeckt wird; dabei son yon eider vollst~ndigen 
~berdeckung dann nicht gesprochen werden, wean das Polygon nur ge- 
fade his zu dem in Frage stehenden Pun~t hel~a~reicht. 
Im Falle des Kreisbogendreiecks gibt Hurwitzt) diese Zshl an, 
indem er sie nach einer analytischen Methode berechnet; auf geome- 
*) Die unter dem glelchen Tit~l ersehienene Axbeit, Math. Annalen 77, S. 65fl'. 
iat als Kapitel I bezeictme~ VgL auch die dort herangezogene Litemtur! 
**) ,,(~ber die Nulls~ellen der hypergeometrischen Reihe". Math. Ann. 87 (I~90) 
S. 578. 
***) ,,t~ber die geometr~tehen Eigen~ehaften der Kreisbogenvierecke". Dissertation 
G~Sttingen 1909. 
i') ,~ber die Nullstellen tier hypergeom. Reihe". Math. Ann. 64 (1907), S. 617. 
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trischem Wege gelangt ]ran F/e~*) zu den Uberdeckungszahlen derEck- 
punkte und Gegenpunkte (zweiter Setmittpunkt zweier Sei~n~eise)- 
des Dreiecks. 
Dutch eine gauz elementare geometrische Methode ira Sinne des yon 
F. K/~/~ in seinen autographierten Vorlesungen fber die hypergeometrische- 
Funktion, G~ttingen 1894 and fiber ]ineare Differentialgleichungen, G6t- 
tingen 1894 aufgesteilten Programms, die im speziellen Falle des Kreis- 
bogendreiecks gleichzeitig eine geometrische Deutung und Ableitung der- 
yon Hurw/t~ aufgestellten Formeln liefert, soil im folgenden die l~ber- 
deckungszs~! ffr jeden beliebigen Punkt bez~ghch jedes beliebigen eln~ch~ 
zus~mment~ngendcn Kreisbogenpolygons angegeben werdeIL Dabei be- 
schrSzke ich reich zun~chst auf die Er6rterung der aUgemeinsten F'alle 
unter AussclduB pathologischer Spe~ialf~e--~ fiir das Kreisbogendreieck_ 
und -viereck werde ich abet auch die Sondeff~lle vo]lst~mdig durch- 
dislmtieren (vgL w 6 Ziffer 4 und w 7 Zitfer 6 und 7). A~aloge Methode~ 
wllrden dann ffr das greisbogen-~-Eck (~z~> 4) in jedem einze]nea Sonder- 
fall die gesuchten Zahlen ergeben. 
Um den Zusammenhang mit der Theorie der Differenti~lgleichungen: 
zu geben, sei an folgendes erlnnert: 
Der Quotient zweier Partik~arl6sungen iner Ditferentialgleichung- 
2. Ordnung mit ~ ree]len singul~xen Stellen, rcellen Wumeln der deter- 
minierenden Gleichungen und reellen akzessorischen Pammetern bfldet die 
yon der Achse des Ree]len begrenzte Halbebene auf ein e~ach zusam- 
menh~ugendes Kreisbogen-n-Eek ab; umgekehrt kann man jedes einfach 
zusamment~ngende Kreisbogen-~Eck als eine solche Abbfldung a~sen.  
Eine analytisehe Bedeutung der ~berschlagungs- und ~ber- 
deckungszahlen liiBt sich aus dieser Auffassung des Kreisbogen-~-Ecks 
unmittelbar a~geben: Sind a~ und a~+ 1zwei benachbarte singu]~re Stellen 
der Differentialgleichung, so ist die Uberschlagungszahl der zugehSrigen 
~-Ecks-Seite gleich der An~atd der zwischen a~ und a~+ 1 liegenden Null- 
st~ilen der in ~z~ und a~.+~ zum gr~fleren Exponenten geh6rigen Fun&- 
mentall~sungen der Differentialgleichung. Die ~berdeckungszahl eines 
Punktes ist die An~!  der in der oberon Halbebene liegenden (kom- 
plexen) Nullstellen eines bestimmten Zweiges der L~mg der Differential- 
gleichung**); insbesondere ist die l~berdeckungszahl eines Eckpunktes 
des Kreisbogenpolygons gleieh der Anzahl der in der oberen Halbebene- 
liegenden (komplexen) Nullstellen der zum gr6Beren Exponenten ge- 
hSrigen Fundamentall6sung ddie ~berdeekungszahl eines flegenpunktes- 
*) ,,& detemination f the number of real and imaginary ~oots of the hyper- 
geometric series". Trans. of the Am. Math. Soc. VoI. 3 (190~), 8. 10. 
**) Vgl. H~r~v/~z h c. Scldu~bemerkung zu w8, S. 552. 
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(zweiter Schnit~punkt zweier aufeinauderfolgender Seitenkreise) ines Po~y- 
gores gleich der Anzahl der in der oberen Halbebene l~.egenden (komplexe~n) 
Nullstellen der zum kleineren Exponenten gehSrigen FundamentsllSsung. 
Die bier kurz formulierte aualytische Aufgabe 15st Hurwitz, im Falle 
tier Differenfia|gleichung rnit drei singu~ren Stellen, indem er zun~chst 
die Anzahl der reellen Nu|lstellen der Fundamentall~ungen (Ober- 
sch]agungszahlen) berechnet und dann aus diesen die An~l  der kom- 
plexen N~stellen einer beliebigen L6suug ableitet. Diese Methode wiirde 
sich, nachdem dutch die Erg~nzungsrelationen ffir das n-Eck wen i~ns  
bis auf gewisse Unbestimmtheiten*) die An~ahlen der reellen Nullstellen 
(~oerschlagungszahlen) bekannt sind, und man auch die ,l~oergangssub- 
stitutionen" als bekannt annehmen daft, ebenso auf Kreisbogen-n-Ecke 
ausdehnen lassen, wie die bier zu besprechende g ometrisehe und w~rde, 
wie man sich leicht itberzeugen kann, diese]ben Formelu ergeben, die 
unten in den Gleichungen (8) his (11) aufgestellt werden. 
w 
Ein Hflfssatz. 
In Kapitel I habe ich den ProzeB der ,Abtrenuung einer sich gerade 
vollitberschlagendenSeite ~ ines einfach zusammenh~ngenden KreisbogeDpoly- 
gons elngeffihr~**), dutch den ein einfsch zusammenh~ngendes Kr i boger- 
~b~rsc~lagu~tgsz~l u  
Fig. I. 
) 
7~iS. t. 
L 
Fig.  .~. 
~-Eck in ein ebensolches (n--1)-Eck verwandelt wird. Der ProzeB ist in 
seinem Effekt dutch Figur 1 und Figur 2 darges~ellt***); F~r  3 l~t  er- 
kennen~ daft der Proze8 auch kontinuierlieh md.  h. ats Verzerrungsprozefl 
aufgefaflt werden kann; dabei ist jedoch zu beachten, dais ira Augenblick 
*) KspiteI Gleictmngen (10). **) w ~, S. 69. 
***) Pigux l s~Ut das Polygon vor der Abtrennung, Pignr 2 mwh der Abtreanung dart 
Zur Theorie der g.reisbo~polygone II. 237 
<]es Obergangs zum (~z-1)-Eck die Winkelsumme des Polygons nn! 
(1 Jr 2u~)~ ~pru~haft w~chst, wenn ~ die Oberschlag~gszsld der sich 
roll fiberschlagenden Seite ist. 
Ich f'uhre nun auch den ProzeB tier ~ einer sich gerade 
roll fiberschlagenden Seite an einen Windungspunkt '~ ein, der sich sis 
Umkehrung der Abtrennung darsteHen m6ge; er verwandelt ~s  (n--1)- 
Eck in ein ~-Eck und darf ebenfal]s als ein kontinuierlicher P ozeB an- 
gesprochen werden. 
Wie sc]~on in Kapitel I auseinandergesetzt is~*), kann ich dutch 
kontinuierliche Ab~nderung und dutch Abtrennung sich gerade roll fiber- 
schlagender Seiten jedes einfach zusamme~ende Kreisbogeapolygon 
~uf ein solches Kreisbogendreieck reduzieren. Da sndererseits site Kreis- 
bogendreiecke untereinander in Kontinuum**) bilden~ so l~t  sieh folgen- 
tier Hi l fssatz ausspreehen: 
,A]le einfaeh zusammenh~genden Kr isbogenpolygone bilden im obige~ 
Sinne ein Kontinunm. Bei der kontinuierlichen ~,b~mderung treten in~ 
beim 0bergang vom ~z- zum (#--l)-Eek und beim l~bergang yore (~-- l)-  
zum ~z-Eek bei der Winkelsumme gewisse Unstetigkeiten aus Und zwar 
l~d~t 
zum 
zum 
7~bl 
es sich so einrichten, daft die Winkelsumme beim Obergang yore ~z-Eck 
(~--1)-Eck um (1 -~ 2~o~)~ w~chst~ beim ~bergang yore (~--l)-Eck 
~-Eck um denselben Betrag abnimmt, wenn uo~ die ~berscbl~gungs- 
der abzutrennenden bzw. anzuh~agenden Seite ist". 
w 
Bezeichnungen und Festsetzungen.***) 
Gegeben sei ein einfach zusammenhKngendes Kr~isbogen-~z-Eck auf 
einer Kugel; seine Ecken seien der Reihe nacb: 
~ ,  ~ ,  A~.. .  A~, A,, . . .  A~, As, A, . - .  A._ 1, ~,.T) 
Umlsufe ich das ~z-Eck in dieser Reihenfolge, so mSge das ~z-Ecks- 
Irmere zur L inken liegen, so dab ich, wenn ich yore linken ,Ufer ~ einer 
Seite zum rechten iibergebe, aus dem n-Eck austrete bzw. zu Ptmk~n mit 
niedrigerer Ul~rdeckungszahl gelange. Wenn ich dagegen yore rechten 
zum linken Ufer ft~ergehe, so trete ich in das reck  ein bzw. gelange 
zu Punkten mit h~herer l~lbel~leckungszahl. 
s) w $ und 4, S. 71 uucl 76. 
"*) VgL etwa Klein, ,,Vorlesungen fiber die hypergeometrische Punktion", Leipzig 
t906, S. 387. 
Ich bemerke ausdrficklich, daft die bier gew~hLten Bezelclmmzgen you den 
in Kapite! I eingeffihrten wesentlich abweichen. 
]~ttmm~tischo Zzaalen. LXXW]I. 17 
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Die Winkel seien: 
~zt~ , czs~ ~ . . .  tz).~ r  ~zo~ ~z,,~ ~z~ . . .  %_1~, r 
die Seiten: 
s~s, s~s . . .  sa~, . . .  s.o, . so ,  . . .  s( , ,_ l~,~, s,~; 
die ~berschlagungszahlen d r Seiten: 
ul~, ~t~s -- u~,, ... uea ~ %,  -.. u(n_1), , ~ ,  
die Vollkreise, auf denen die Seiten liegen~ oder, wie ich sie nenne, die 
Seitenkreise: 
Die Punlrt~ eines Seitenkreises retie ieh ein in J(i~_nere)-Punkte 
mad A (~ul~ere)-Punkte. Die J'-Punkte werden bei einmaliger Dureh- 
laufung der zugehSrigen Seite einmal 6fret durchlaufen, Ms die "0ber- 
sehlagungszahl der Seite mlgibt, A-Punkte nut so oft, Ms die ~Jber- 
sehlagamgszahl ~atgibt. J-Punkte gehSren also stets der 8eite selbst an, 
A-Punkte nur dann, wenn die I~berschlagungszahl grSfler als 0 ist. 
Die Gegenpunkte, d.h. diejenigen Punkte, in denen sich zwei auf- 
einanderfolgende Sei~nkreise z-am zweiten Male schneiden~ nenne ieh 
Ai, A~, A~... AL A~... A~, A~, A~... A~n-,), A~,. 
Die Lage eines Punktes P auf der Kugel gebe ieh dutch 
Koordinatenwinkel an, die dutch Lage und Gestalt des n-Eek's 
bedingt sind, ieh bezeiehne sic: 
Dabei ist z. B. der Koordinatenwinkel ~ folgendermaflen fest- 
gesetzt: 
~*)  ist derjenige Winkel~ den der Seitenkreis ~ mit dem Kvei~ 
AoA, P bildet, 
dessen Scheitel erstens in A,  l ie~,  
i~r den zweitens die Ungleichung 
(1) - - l<q%~+l  
gilt, 
der drittens far A-Punkte des Seitenkreises ~,  gleieh 0 wird~ 
der viertens fiir Ptinkte auf dem linken Ufer die Gleiehung 
sgn ~o, = + 1"*) 
~1 a) fiir Punkte auf dem reehten Ufer die 61eiehung 
sgrt ~p., - - - -  - -  I 
*) D. h. ~po,o+z~- 
8~===+:t f. =>o,  
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erf l i l l t -  ich nenne daher die Ufer der Seiten auch positives (linkes) und 
negstives (rechtes) Ufer. (VgL Fig. 4!) 
Durc~ diese Festsetzung ist fiir jeden Punkt P auf tier Kugel mit 
Ausnahme dbr~Punkte Ao und A s ein bestimmter Weft der ,,Koordinaten" 
9~, festgelegt, un~war  unabh~ngig yon der ]~iemawnschen Fl~ehe; diese 
Koordinate iiudert si~l~, falls das n-Eck als lest gedaeht ist, und der 
Punkt P auf der Kugel~wandert, wobei man es stets vermeiden k~,  
der Punkt P dureh eine Ecke geht~ stets 
kont inuier l ieh,  auBer wenn P einen P 
J -Punkt  des Seitenkreises ~ iiber- ~ ~ ~ ~ ' ~ "  ~# 
sehreitet; in diesem Fal le maeht sie ~ 
einen Sprung um+ 2. / _ ,~  
Lassen wir nun den Pmikt fest und t 
iindern das ~-Eek kontinuierlich, so effolgt | I 
wieder eine stets kontinuierliche ~nderung ~ / 
der Koordinate ~Pa~, auBer worm ein J-Punkt ~ 2/  \ / 
des Seitenkreises ~ tiber den Punkt P hinilber- " - .. _ .. -~ 
gleitet, in diesem Falle tritt wie oben ein ~=-/~te Fig. & 
Sprung u m +  2 ein. 
Hierbei versagt aber unsere Definition des Winkels ~o,= in dem 
einen Fall, dab die Seite s~ sich gersde roll t ibers~,  dann sollen an 
Stdle der Relationen (1) mad (l a) folgende treten: 
l~r Punkte auf dem linken Ufer der sich gerade roll tiberschlagenden 
Seite mad auf der Seite s~ selbst sei 
~o,= + 1, 
(lb) fiir solche suf dem rechten Ufer 
~Po, ~ -- 1. 
Wird bei der kontinuierlichen Ab~uderang des Polygons nach Er- 
reiehung der vollen 0berscklagung der Seite s~, noch in derselben Rich- 
tung welter abge'andert, so folgen auf die Wel~e 
~Po,= 5:1 
~ehr kleine positive oder'negative Werte yon q%,, so dais bei der kon- 
tinuierlichen Verzerrung des nEcks fiir die Koordinate nicht nut Sprfmge 
um + 2, sondern auch Spriinge um _+ 1 anftreten. 
Antler den Koordirmtenwinkeln fiihre ich noch Hilfskoordinatenwinkel*)~ 
ein~ die dutch folgende Oleichung defmiert sind: 
*) I)tm sind die in den Htc~iU~hen Formeln auftretentlen Amplitudm~ 
17" 
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folgt 
i -- ( - i )  ~o' 
,v,,, - -  ( -  9 sgn r 
Der oben erwrdmte A~ef~l l  spaltet sich bier in zwei Frdle t je 
tmchdem ~i~h die Seib eine ungemde A~zsl~l Male (~berschlagungszahl 
gera~e) oder eine gerade Anzah] Male (~berschlagungszah] Imgerade) roll 
fiberschl~t. 
Es ist, wenn I. ( - - I )~,== Jr 1, 
f~r die Punkte der sioh gerade roll tiberschlagenden Seite 
(2b) ~auf dem !in~en Ufer #~#~-% 1 
auf dem rechten Ufer ~o ~ = -- 1, 
weml  2. ( -  =-  1, 
flir alle Punkte der Kugel 
(2b') ~,~,, = O. 
Die ,HHfskoordinaten" @,~, ind~rn sich sowohl bei kontinuierlicher 
~-derung yon P, als auch bei kontinuierlicher Ab~nderung des necks 
kontinuiedich oder sie springen um den Zaldenwert ~ 2, Sprfmge um 
andere Werte als 2 sind dagegen ausgescMossen; das ist der Vortei~ den 
die Ein~hrung der Hilfskoordinaten bietmt, wRhrend ~ Nachteil darin 
liegt, dab die Relationen (1) keine Galtigkeit haben. In der Folge werde 
ieh tells yon den Koordi~aten, tells yon den Hilfskoordinalen Gebrauch 
machen d. h. mir den Punkt P bald dureh die ~ bald dutch die ~ 
gegeben denken. 
Da tier Punkt P sehon dutch zwei Koordinsten bzw. Hilfskoordi- 
naten ~ etwa @~eo , ~,~ bzw. ~e"' '~'~'~ b~'~timmt is , so mtlssen och 
n - -2  Relationen zwischen den Koordinaten bestehen; ~-  3 Relationen*) 
geben die Lage der librigen Eckpun]rte des twEcks an, die letzte Relation 
dagegen bringt zum Ausdruck, da~ die Kreise 
A~ PAz, A~PAs... A~PA~ ... AePA,, A,~A~ ... A(._~)PA~, A.2)A~ 
simtlich dutch einen Punkt gehe~ Diese Relation ist jedenfalls his ~ 
gauze Zahlen unab ~lumgig yon der Lage des Punk,s P; sie wird bier 
zun~ehst fiir des gewShMiche sph~isehe Dreieck (s~.mtliehe ~oer- 
~ l e n  0) aufgestellt. 
*) Diese Relationen entspl~cheu den ~oerganga~bstitutionen de~ I)iffeaeatial- 
gteiehung. 
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Hier ist (vgl. Fig. 5!) 
Die Erg~nzungswinkel zu den ~ nenne ich #,o~, so daft 
~,,,~ = 1 - -  ~ ,o ;  * , s  = 1 - -  #'~s; ~ ,x  == I - -  ~ ,o  
ist. 
Die Zweieckswinkel an den Ecken des Dreiecks seien 
Aus Fig. 5 lassen sich unmittelbar fol- 
ge~ Gleichungen ablesen: 
o o o _ -4- 2 
(3) Z, +Z=-t- Z,= 1, 
5--~--~--~s. 
Diese Gleichung ilt fiir aHe Punkte~ die 
im Inneren des Dreiecks liegen; lassen 
a3 
leig. w 
wit den Punkt P abel- auf tier ganzen Kugel unter AusschluB der Eek- 
punkte wandern, so mfissen wit um der Gleichung gem~d3 der Unstetigo 
keiten der ~ls, ~8, ~sl Allgemeingfiltigkeit zu verschaffen och gauze 
Vielfache yon 2 anf'tigen; sie ]autet da,~, 
-- 2 ~ 2g o (wobei go eine ga-ze Zahl ist) 
oder 
(4) =g @ ganze Zahl). 
Diese Gleichung behiilt abet auch dann ihre Giiltigkeit, wenn wir 
das Dreieck kontinuierlich iindern; "denn auch in diesem Fall treten flit 
die GrSBen ~1~, ~'~s, ~n~ wie wir sahen, nur Sprfmge um den Zahlemgert 
+ 9 auf, so &tB wir auf Grund der Tatsache, daft alle Dreiecke ein Kon- 
tinuum bilden, sagen kSnnen~ daft Gleichung (4) fiir jeden beliebigen Punkt 
bez~glich jedes beliebigen Dreiecks gilt~ 
Eine elementare Rechnung, die davon ausgeht, dais bei der im Falle 
des n-Ecks der Figur 5 analogen Zeichnung (~--2) Dreiecke entstehen, 
zeigt, dab beim n-Eck an die Stelle der Gleichung (3) die Gleichung 
(3a) ffi--  
p=l  
tritt und demgemrd3 an Stelle yon 4 die Gleichung 
(4a) ~ #'t, "{- , -ffi'g" 
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Zur Abkfirzung ~hre eh noch ein 
und erhalte: 
(4c) 
IJq 
Diese Gleichung bleibt bei .~nderung des Punktes P, wie auch bei 
kontinuierlicher Ab~uderung des ~Ecks erhalten. 
Beim ~Yvergang yore meek zum (n--1)-Eck (Abtrennung der sich 
gerade yoU tibersclflagenden Seite s,~) wRchst, wie sus w 1 und den Glei- 
chungen (2b), (2b), (4b) und (4c) folg~, g um -~-V.a~ +
beim l~ergang yore (n--1)-Eck zum n-Eck (Anh~ngung der sich roll 
~iberschlagenden Seite s,~) nimmt g um diesen Betrag ab. I)a nun aber 
der Ausdruck 
1 (~ I--(--1) "o ) 
-ff o~+ - - 2 
eine ganze Zahl ist, so bleibt such in d/esem FaUe die Gieichung (4 0 
erhalten und wir dRrfen auf Grund des Hilfssatzes des w 1 sagen: Gloi- 
chung (4c) gilt fiir jeden beliebigen Punkt bezfiglich jedes be- 
liebigen einfach zusammenh~ngenden Kroisbogenpolygons. 
w 
Die I~berdeckungszahl im a l lgemeinsten Fal l .  
,. Ich nehme in Kreisbogenpolygon, (lessen Winkel und l~berschlagungs- 
zah!en ich kenne, als fest gegeben an, lasse einen Punkt P alle Punkte 
auf der Kugel mit Ausnahme der Eckpunk~e des Polygons durchlaufen, 
wobei sich die Koordinaten yon P im allgemeinen kontinuierlich ~ndern 
und in SonderfiiUen Spr~nge um zwei mache.n, und unt~rsuche, wie sich 
die ~berdeclmngszahl des Punktes P bei dieser Durchlaufung ~ndert. 
Es gilt daf'tir folgende 
Regel 1. ,,Die ~)berdeclmngszahl iindert sich nur sprungweiso um 
ganze Zahlen und zwar nut dann, wenn P einen Seitenkreis  
des Polygons i iberschreitet; ~iberschreitet r einen A-Punkt 
eines Seitenkreises~ so ~ndex~ sich die lJberdeckungszabl um die 
l~erschlagaugszahl derzum ~iberschrit~enen S i~enkroise gehSrigen 
Seite, fiberschreiget r einen J -Pun~ eines Seiten~reises, so findert 
sich die Oberdeckungszahl um die um 1 vermehrte Oberschlagungs- 
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zahl der zum fiberschrittenen Seitenkreise gehSrigen Seite; und 
zwar wRchst die ~berdeekungszahl oder nimmt ab, je nachdem 
P yore rechten zum linken oder yore linken zum rechten Ufer des 
Seitenkreises iibergeht." 
Wie sich die ~erdeckungszahl ftir einen Punkt des Seitenkreises 
selbst verh~ilt, mSge vorl~nfig auger Betracht bleiben. 
Wit suchen eine Funktion der Koordinaten yon P7 die sieh zun~hst, 
wenn P den Seitenkreis ~,,~ fibersehreitet, ebenso verhalten soU, wie 
die ]:Poerdeekungszahl, die sich abet an allen anderen Stellen vorl~ufig 
noeh beliebig verhalten mSge; eine solche Funktion ist: 
r 1 
sgn ~ ~-  + T q~~ 
was aus der Definition der Koordinaten des Punktes P in w 2 unmittel- 
bar folg~. 
Die Funktion 
Pq 
ist also eine Funktion, die sich sieherlich, wenn P irgend einen Seiteu- 
kreis i iberschreitet,-  abgesehen yon einer eventuellen kontinuierlichen 
Andemng an dieser SteUe - -  ebenso verh~It, wie die ~Tberdeekungszahl. 
Um das Verhalten der Funktion A im Einzelnen zu untersuehen, ftihre 
ieh die Hilfskoordinaten ein und erhalte aus (2) und (2a): 
Pq 
P~ p~ 
Die erste dieser Summen in (6) setzt sieh aus ganzen Zalden zusammen 
und iindert sieh nut in den bereits oben erledigten F~llen, in denen aueh 
die ~berdeekungszahl sieh ~indern soil. Die zweite Summe ergibt naeh (4e) 
2 
~indert sich a!~_o bei festgehaltenem Polygon nut dann, wenn g springt; 
also nut sprungweise um ganze Zahlen und zwal; wie die Betrae~tungen 
des vorigen Paxagraphen zeigen, gerade dann und nut dann, wenn eine 
tier Griiflen tb~ sich um 2 i~ndert, das ist aber wieder der bereits oben 
erledigte Fall. Damit is~ gezeigt, da$ A, wiihrend der Punki /~ die 
Kugel durchwandert, gerade diejenigen mad nur diejenigen ~nderungen 
erleidet, die auch der ~berdeckungszahl yon P zukommen. 
Ich mache deshalb fiir die ]~)erdeckungszahl yon P folgenden Ansatz: 
(7) oo= a + e -  ~. +k ,  
wobei k eine ganze Zahl sein soil. 
Da das zweite und dritte Glled dieses Ausdrucks fiir ein festes Po- 
lygon unver~,mderlieh sind, so hat ~o die Eigenschaft, dab es gerade die 
und nut die yon der ]~berdeckungszahl geforderten Xnderungen erf-ahrk 
Das erste und zweite Glied zusammen ergeben auf Grund yon (4c) 
und (6) eine gauze Zahl, weshalb auch go eine ganze Zahl ist. 
Die ganze Zahl k mug noch so bestimmt werden, dab go ffir irgend 
einen Punkt in bezug auf das feste Polygon die IJberdeckungszahl wirk- 
lich angibt; dann gibt die Funktion ~o ffir jeden Punkt auf der Kugel 
die 13"berdeckungszahl bezilglieh des festen ]~olygons an. Die Zahl k ist 
dabei zuniichst noch gewissermaflen eine individue]le Konstaute flax das 
einzelne feste l~olygon. 
Ieh will nun die Anderungen untersuehen, die die Zahl k erleidet, 
wenn ieh das Polygon iindere, und halte zu diesem Zweck den Punkt P 
fest, w~'m'end ieh das Polygon einer kontinuierliehen Verzerrung unter- 
ziehe, wobei ieh es vermeiden will uud kann, dab der Punkt P in eine 
der Polygonseeken hineinfrrUt. Bei diesem Prozefl ~indern sieh die Winkel 
des Polygons ira aUgemeinen kontinuierlich --  den Ausnahmefall des 
13bergangs yore n- zum (n -  1)~.Eek bzw. yore (n--1)- z~um n-Eek unter- 
suehe ieh gesondert - - ,  die Ubersehla~mmgszahlen dagegen bleiben im 
allgemeinen unver~ader~ und maehen an einzelnen Stellen Spriinge um l, 
die Koordinaten bzw. Hilfskoordinaten, dutch die ich mir den Punkt 
gegeben denke, ~mdern sich im allgemeinen kontinuierlieh und springen 
in einzelnen F~llen um -4-2 oder ~ 1 bzw. um -4-2. 
Wir un~ersuchen, wie sich einerseits die Uberdeekungszald, ander- 
seit~ die Zahl go bei diesen Wandlungen verh~lt. 
Analog der Regel 1 gilt bier ffir die Uberdeekungszahl folgende 
Regel 2. ,,Die Uberdeckungszahl "~nder~ sieh nut sprungweise urn 
ganze Zahlen und zwar nut dann, wenn ein Seitenkreis des 
Polygons fiber den Punkt P hinweggleitet;  gleitet ein ~4- 
Punkt eines Seitenkreises fiber den Punl~ P, so "~ndert sich die 
O'berdeekungszah! tun die ~Fbersctdagungszshl der zum hiniiber- 
gleitenden Seitenkreise gehSrigen Seite; gIeitet ein J-Punkt eines 
Seitenkreise~ fiber den Punkt P, so iindert sieh die ~berdeckung~- 
zahl um die um 1 vermehrte Oberschlagungszahl der zum hinfiber- 
Zur Theorie der Kzeisbogenpolygone IX. ~45 
gleitenden Seitenkreise geh~rigen Sei~e. Und zwar w~ichst die ~ero 
deckungszahl oder nimmt ab, je nachdem P yore rechten zum 
linken oder yore linken zum rechten Ufer des Seitenkreises ~ber- 
geht." 
Wie sich die Uberdeckungszahl verh~lt, wenn gerade ein Seitenkreis 
auf den Punkt P zu liegen kommt, mSge vorliiutig auBer Betracht 
bleiben. 
Gleichtmg (5) zeig~, dab A in den in Regel 2 angegebenen F~ille~l 
gerade die fiir die ITberdeckungszahl geforderten Spriinge maeht. 
A ~nder~ sich aber seheinbar auch (Gleichung (5)), wenn eine D~'ber- 
schlagungszahl sich ~mdert; in diesem F.MIe springt abet die zugehSrige 
Koordinate ~p, die ebenfalls in (5) auftritt, wie aus Gleiclfung (l b) folgt, 
1 yon ___ 1 auf 0 und macht mi t~ multipliziert genau den entgegengesetzten 
Sprung wie die halbe Uberschlagungszahl, so dab A unver~ndert bleibt. 
Es bleibt noch der l[bergang yore n- zum (n--1)-Eck und nmge- 
kehrt. Im ersten Fall fiillt in Gleichuvg (6) eiu Glied yon der Form 
9 1 1- -  
weg, wobei zu beachtkn i~-t, dab im Augenblick des l~bergangs zum 
(n--1)-Eck ftir jeden Punkt 
sgn r = + 1 
und ~folgedessen nach (2a) auch 
\ (-- 1)~,,~ sgn ~#~ = + 1 (vgl. Fig. 1 u. 3, S. 236) 
ist;. anderseits w~ichst aber nae.h der Bemerkung im Schluflabsatz yon ~ 2 
die in Gleiehung (6) ffir A vorkommende gauze Zahl 
1 r - -  (n - -  2) (vgl .  (4c)!) 
gerade auch um den Betrag 
~(%.+'  -- ( - ' ) '~') 's 
woraus folgt, daft @o in Gleichung (7) sich bei diesem Prozefl nieh~ 
~iadert. 
Das n'amliche gilt; umgekehrt beim ~bergang yore (~--1)- zum 
n-Eck. Da sich aueh die Uberdeekungszahl im Augenblick der Abi~en- 
nung ffir keinen Punkt rmdert, so bleibt die gmme Zahl k bei diesem 
ProzeB erhalten. 
Die Zald k Rudert sich also bei kontinuierlichex Ab~derung des 
Polygons nicht und @o stellt ffir jeden beliebigen nicht auf einem 
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Seitenkreise liegenden Punkt  bez~glieh jedes bel iebigen Kreis- ~ 
bogenpolygons die Uberdeckungszahl dar, gofern wit nut die gauze 
Zatd k so bestimmen, dab ~o ffir i rgend einen best immten Punkt  
beztiglich irgend eines bestimmten Polygons die ~Tberdeekungs- 
zahl wirkl ich darstellt. 
Der Sehwerpunkt eines gewiihnlichen geradlinigen gleichseitigen 
Dreiec~s wird yon diesem Dreieck gerade i n m a 1 tiberdeekt (~Tberdeckungs- 
.zahl 1), wir erhalten aus (5) und (7): 
1 1 
As 1 ---- -~- (~1~ -k %8 + %1) q- q------- 
9 1~ ~-- %3 ~- 9%1 ~ T (vgl. Fig. t3) 
2 ~=-2"~ 1 t 
e -  l o 
l~ig. r 
(7a) k----0, 
womit k fiir alle Punkte beztiglich jedes Polygons bestimmt ist. 
Gleichung (5), (7) und (7 a) ergeben ftir die 1Jberdeckungszahl #~ jedes 
beliebigen icht auf einem Seitenkreis liegenden Punktes beztiglich jedes 
be]iebigen einf~ach zusammenh~mgenden n-Ecks: 
(8)  e .  = + + . 
JJq 
Gleie2aung (6), (7) und (7a) ergeben fiir diesolbe Zahl: 
1 1 - -  +u  (Sa) ~==Z{ ( -  1)'aq sgn~ppq ~-~ul, q + ~ 1,'ae.] 1 ~/, }+ o -- ( , - -  9., 
Ps 
w 
Die 0berdeckungszahl fiir Punkte eines Seitenkreises. 
Der Punkt P, dessen ~Tberdeckungszatd gesucht wird, liege auf 
~inem Seitenkreise m etwa auf s~ -- ,  nicht abet noch aaf einem 
zweiten; es ist die l~berdeckungszahl dieses Punktes zu berechneu. 
Wenn sich beim ~berschreiten des Punktes P die ~erdeckungszahl 
n icht  ~adert, so ist die ~LTberdeckungszahl yon P gleich derjenigen der 
in der N~he liegenden Punkte, die nicht auf dem Seitenkreise liegen; 
~mdert sich aber die 0berdeckungszahl beim l~berschreiten yon P, so 
zerfallen die in der N~ihe yon P nicht auf dem Seitenkreise !iegenden 
.Punkte in zwei Gruppen: die eine unffafl~ diejenigen Punkte, die auf dem 
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linken Ufer des Seitenkreises Iiegen und eine h6here Uberdeckungszald 
hal~n, die andere diejenigen, die auf dem rechten Ufer des Seitenkreises 
tiegen und eine niedrigere ~berdeckungszahl haben. Nach der Definition 
~er ~Tberdeckungsz~M in der Einleitung ist die ~-berdeckungszahl yon P 
gleich der kleineren yon beiden in der Niihe yon P vorkommenden ~ber- 
<leckungszahlen, also gleieh derjenigen der auf dem rechten Ufer des 
Sei~enkreises in der Nr~he yon P liegenden Punkte. 
Ich muff also in Gleichung (8), am zur ~Tberdeckungszahl eines auf 
dem Seitenkreis s~~ liegenden Punk.s zu gelangen, auf aUe F'~,lle 
sgn ~ -=-  1 
se~zen, damn abet noch unbrseheiden, ob P ein A- oder J-Punkt des 
Seitenkreises i t. 
Im ersten Falle ist 
~o,  = O, 
im let~ten 9b~ start gleich -}-I 
gb~ = - -  1 
~u setzen und ich erhalte ffir A-Punkte aus (8) 
a'" =---  "~,,~ i - ( . -~)  . )  
.~;~ -~ + sgn 9~w-s -- + ~ ~p~,~  S "' 
Pq 
flit J-Punkte 
"vq 
" %'+'+~{sgn%~-s -2 + 
~)der f~ir alle Punkte 
Pq 
i } e--(--s) 
(,1# 
pq 
wobei ~o~ gleich 0 oder + 1 zu setzen ist, je nachdem P ein A- oder 
J-Punkt des Seitenkreises ~ ist. 
Aus (8a) wfirden wir erhalten 
Ioo 
2 
*) Das Ze ichen2f  p soil bedeuten, da~ die Summe fiber Mle fp zu eratrecken 
ist mit Ausnahme yon f,~. 
Fiir die ~berdeclmngszahlen d sSchni t tpunktes  zweier Seiten- 
kreise - -  etwa s~, und sos -  erhalten wir, falls dieser Schnit t -  
punl~t kein Eckpunkt  des Polygons ist und fails nicht noch ein 
dr i~er  Seitenkreis durch diesen Punk~ hindurchgeh~, gleichviel 
ob die beiden Seit~nkreise zwei aufeinander folgende sind oder nieht, 
dutch wiederholte Anwendung der obigen Schluflweise als l~berdeckungs- 
zahh 
'6,~ ~ e - -  (~ - -  ~) +~{sgn~, ,T+~qo, ,}+ ~- , 
pq 
oder 
( oa) 
(Z~, o,) 
1-- (--1)'~.P~ 1 1 , . . . .  
leq 
+ e - (_~-2) 
wobei a,~, bzw. ~,,, die WerLe 0 ode~ 4-[ annehmen, je n~hdem der 
Ptmkt P eha A- oder J-Punkt des Seitenkreises ~ bzw. s~-~ is~. 
Treten pathologisehe Y~tlle ein, in denen mehr als zwei Seitenkreise 
dutch einen Punk~ gehen~ so l~l~ sieh die 0berdeektmgszahl f'tir diezen 
Punkt, falls wit annehmen, dab er kei~'l Eekpunk~ des Polygons 
is~, in analoger Weise dureh wiederholte Anwendung des gleiehen Sehlnsses 
angeben. 
Die w167  und 7 geben ~elegenhei~ aueh dieso anormalen ~tlle beim 
Dreieek und Viereck vollst~ndig durehzudiskutieren. 
w 
l)berdeckungszahl der Eekpunkte t-ines Polygons.  
Der PoIygonseckpunk~ A ,ein Sclanittpuukt der Seitenkreize s~a umt 
s~ i durch den aber, wie wit vorl~ufig annehmen, kein wei~erer 
Sei~enkreis hindurchgehen m6ge, wird yon dem Polygon hSehstens 
! 
~g. ?. 
so of~ iiberdeekt, wie ein Punkt Po 
in der N~he des Punktes Ao, der 
auf dem reehten Ufer des Seiten- 
kreises g. und aueh auf dem rech- 
~n Ufer des Seiteakreises s~,liegtr 
fib" den also sowohl sgn r als 
auch sgn ~,.~ gleich --1 ist (vgl. 
Fig. 7). ]st Ao noch eia Win- 
dungsptmkt., so ist yon der ~tber- 
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deckungsz~hl yon Po, die wir mi~ #~,o bezeiehnen wollen, noeh die A ,~h l  
abzuziehen um zur Uberdeckmngszald yon A, zu gela~gen (vgl. die Deft- 
nition der Uberdeekungsz~M~). 
Wit erhalten iftr die ~berdeckungszahl yon A~, 
,o= 
oder, wenn wir aus (8) den Weft yon @~o einFuhren 
@~. =__,u~. %. I I 
p~ 
+ e- -  (~--s) _ E (~)  
2 
wobei die Koordinaten yon Po genommen werden m~ssen. 
Um nun die Koordinaten yon A~ selbst in die Formel einf'eltren zu 
kSnnen, lasse ich t)o immer weiter naeh A a hineinriicken; seldieBlich 
werden die Werte yon ~e ~ und ~p,~ unbestimmt, wr~hrend ie Obrigen 
Koordinaten sich den bestimmten Koordin~ten yon Ao n~hern; wie aus 
Figur 7 ersichtlich n~hert sich aber dann tier Ausdruck 
dem Werte u, bzw., wenn A~ ein Windungspunkt ist, dem Werte 
da das se2~raffierte Dreieck in Fight 7 immer kleiner und kle~ner wit& 
Lassen wir also Po nahe genug an A. heranwsndern, so diIrfen wir 
1 ( .~) ~ 
- 
setzen und an Stelle der fibrigen Koordinaten yon t)o diejenigen yon Ao 
schreiben~ so daft wir ftir die ]~berdeckungszaM eines Eckpunk~s-  etwa 
A~ ~ erhalten: 
(11) 
w=q/  41~t 
oder ~ 
U (:la) "~ 2 
1 / + .  } e - -  ffio - -  ( -  - -  s)  + 
,draWL Lr  
P~ 
wobei die Koordinaten bzw. HiIfskoordinaten yon A. einzusetzen sind. 
*~ E(z)= gr~te ga~e Zahl unto" z ~r  z > 1. 
E(~) = 0 f~ ~ < 1. 
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Pathologisehe F'alle, in denen der Eckpunkt A~ noch auf einem 
dritten Seitenkreise liegt, lassen sich in analoger Weise durch wiede~= 
holte Anwendung der Sehltisse dieses und des vorangehenden Para~oTaphen 
erledigen. 
Die heiden folgenden Paragraphen geben Oelegenheig auch diese 
anormalen Fiille beim Dreieck und Viereck vollsf~ndig durchzudiskutieren. 
w 
Das Kreisbogendreieck. 
I. ~berdeckungszahl eines Punktes, der auf keinem der drei Seiten- 
kreise liegt aus (8) bzw. (8a): 
(Pal 0-- 1 ul, u,~. u,, ~, ~,, + + . (l 2) a 5 = sgn ~ ~ + sg~a 9~ ~ + sgn ~sl ~- + - -  + u ~ 
1 (Ut, ~_ 1--(71)" ~ (12a) ~= (--1)",, sgn 0I,. r , 
1 ( I-<~-,>,) + (-1)"~ sgn ~,~. -r + 
l ( t  I 1--(1) u-") I I 1 0--I 
2. Uberdeckungszahl eines auf einem Seitenkreise- etwa $o_  
liegenden Pauktes, der nicht auf einem der beiden anderen Seitenkreise 
] i~  ~ (9) b~.w. 0a) 
(13) ~ ~'+~"+sgn-  ~'' ~,  I i o- I  
I 0--1 
wobei als den Wert 0 oder + 1 annimmt, je nachdem der zu untersachende 
Punkt A- oder J-Punkt des Seitenkreises ~ is[. 
3. I~berdeckungs_zahl eines Gegenpn~ktes - -  etwa A 1' -- ,  wenn dieser 
n/c~t auch auf dem Seitenkreise ~a ]iegt, aus (10) und (10a) 
(14) s a + ~, 
2 2 
+(--1) ~'= sgn ~Pu -~- + + -~ q-'2, + 2 ' 
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wobei e~s bzw. e~x die Werte 0 oder ~ 1 annehmen, je nachdem A~' ei~. 
A- oder J-Punkt des Seitenkreises ~ bzw. ~z ist. 
~. ~berdecknngszahl eines Eckpunktes ~ etwa A~ ~,  wenn dieser 
nicht auch auf dem Seitenkreise ~ liegt~ aus (11) und ( l la) :  
(15) a s u=s__ 1 @- -1  
1/ . .  1-- (-- i )~ \  _ I e - (15a)@8_ u,, u , ,+(_ l )~sgn~u.~_L  ''m''~ ~ .)+_s_#~=+ ~ A,~ 2 2 
5. Ee w~re noch der bisher ausgescblossene Fall zu untersuchen,_ 
da~ aUe drei Seitenkreise (lurch einen Punlrt gehen und die ~Poerdeckungs- 
zahl dieses Punktes zu bestimmen. Von den sechs ausgezeichneten Pu lrteD 
(drei Eckpunkte und drei Gegenpunkte) fallen bier je drei zusammen uud 
wir uuterscheiden folgende Spezialf~e: 
a) Drei Eckpunkte fallen zusammen; der Fall ist trivial 
b) Zwei Eckpunkte und ein Gegenpunkt ~ etwa A~, A~ und As '~ 
fallen zusammen. Analytisch wiirde sich der Fall durch die Gleiehung 
(16) ~ -- ~' -- ~' ~ 1 = positive gauze Zahl 2 
ausdr~cken; die Uberdeckungszah] ergibt aus (14), (15) und (41)): 
Aus den Erg~nzungsrelstionen*) ergibt sich unter Anwendung der hier 
eingeffihrten Bezeichnungsweise: 
wofitr wit auf Grund yon (16) auch schreiben k~innen: 
/ 
2 2 4 
Aus den beksnnten SEtzen fur Kreisbogench'eiecke folgt femer: 
u~. -~ ~1 =- 0 
und man erhElt 
(19) = o .  
Das ResuRat ist unmittelbar evident;" denn der Punkt A~.~ A~ = A~" 
kann dutch Windungen um A s nicht aberdeckt werden, well er suf der 
A~ gegen~ber liegenden Seite liegt; Windungen tun A 1 und A s k~nnen 
ihn erst recht nieht iiberdecken, weil er hierfdr Windungspunkt ist. 
9 ~ vgl. Kspitel Z S. 7, G]eiehungen (S). 
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e) Ein Eekpuukt und zwei Gegenpunkte- etwa A~, A=" und A~'-- 
fallen zusammen; analytisch ausgedr"ekt: 
(20) :Y' +~'+~+;  
2 
= positive ganze ZaM 
2 2 
~, ,  -t- '~.s a~ + as - -  aCT I ~- + ~ 9 
Aus den Erg~nzungsrelationen und aus (20) folgt: 
~!~3 ~ 0~ 9 
so daft wir als Resultat erhalten: 
(21) ~t ,t,, ,~, ~,~ _f. a, + ~,-- a, -- 1 
- (A~ = A,' = AI) ~ 2 2 2 4 - 
wobei ~t gleieh 0 oder + 1 ist, je naehdem der Punld A 1 = A~'= A s' 
A-Punkt oder J-Punkt des Seitenkreises ~s ist. 
d) Die drei (~egenpunkte A~', Az; Aj fallen zusammen, analytiseh 
ausgedr~Iekt: 
= @ = positive ganze Zahl, 
wobei die ~1~, ~s bzw. esl die Wert~ 0 oder 1 annehmen~ je nachdem der 
Ptmkt A /= A2'= A s' ein A- oder ~Punkt des Seitenkreises ~,  ~s bzw. 
41 ist. - -  
Die in diesem Paragraphen angegebenen Zatflen sind identisch mit 
den yon Hurwi~z in der oben zitierten Abhandlung fiir die AnzatLl der 
komplexen l~'ulls~llen der hypergeometrischen Funktion gefundenen, 
ihre Ableitung geniigt der dort yon Hurwiiz formulierten Aufgabe*) seine" 
Zahlen durch Betrachtungen zu bes~tigen, die der Analysis situs ange- 
h~ren. Aber noeh mehr: Die Gleiehungen (12a), (13a), ~14a) und (15a) 
interpret ieren geradezu die Formeln des w 8 der Hurw/t~schen Ab- 
handlung geometrisch; denn einerseits bedeuten die dort vorkommenden 
Anzahlen der reellen Nullstellen ~Tberschla~cmngszahlen bzw. um 1 ver- 
mehrte Uberschlagungszahlen~ a dererseits die dort vorkommenden Ampli- 
tudenausdriieke unsere Hilfskqordinatenwinkel, und so hot der Versuch 
die H-rw/~schen Formeln geomet~isch zu deuten den Anatofl zur vor- 
liegenden allgemeineren Untersuchung. 
Die Spezialf~lle unter Ziffer 3. und 4. hat zuers~ ~rar~ FTe~k (1. a~ 
~) 1. c. w 8, Sch luBbemerkung.  S. 552. 
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mi~ Hilfe anderer geometrischer Oberlegungen untersucht and Resultate 
in geschlossener Form angegeben.*) 
Die Sonderf~lle der Ziffer 5. sind, wie Hurwitz zeigt, ~)  gerade 
diejenigen, in denen sich Fundamentall6sungen ti r Ditferentis~leichung 
durch Multiplikation mit Potenzen gewisser linearer Faktoren in eine ein- 
deutige Funktion der Ver~inderlichen verwandeln lassen. Er benutzt diese 
Eigenschsft zur Bestimmung der gesuchten Z~hlen. 
Schafheitlir~***) geht bei seiner Bestimmung der Anzahl der Null- 
stellen der hypergeometrischen Fu ktion yon diesen Spezialf~Uen aus. 
Schon friiher hatte H//b~J') diese Zahlen in ganz anderer Weise 
berechnet. 
*) Hur~/t~ (]. c. w 8, Sara 9 und 8, S. 552 und 550) bringt naeh einer verein- 
fachenden elementaren Rechnuug die Gleichungen (14a) und (15a) auf folgende Form, 
die ich in der bier eingeffihrten Bezeichnungsweise angebe: 
,~ 812 
A~ 2 
wobei 
1 
u.~ ~-~"F ~-(E(t,)- ~-) 
+,~(- a) 
. (~(~_o,__o.§ 
(, -~_ ,~*~".~ + ~- C-~ o. ~)+ ~. (o.- o.::. +,)+ ~ C. + o.:-. +,)) 
-- + try--a=+1 )al  a="l"l) 4..Z( u~ ~ ) , 
.(~(~-~247 ~).~) 
1 (ga-- 1 
**) 1. c. w 5, S. 5S3. 
***) ,,Die Nn!!~eUen der hypergeometaischen Fuuktion". Sit~ungaberichte d r 
Ber]. math. Ge~lJchaft, 7. Jahrgang 1908. 
t) ,,~oer die Diskrim~zmte der ira Endlichen abbrechendea hypergeometrischen 
Reihe-, Creltes Journal Bd. 103, S. 3S7. 
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w 
])as Kreisbogenviereek.  
1. Der Punkt P, dessen Oberdeckungszabl 
keinem der Seitenlrreise; aus (8) folgt: 
wir suchen, liegt auf 
1 
+ y (~,~ + %~ + %, + ~i) + ~ -o ~- 
2. Der Punkt P liegt auf einem und nur  einem Seitenkreise 
etws auf ~s - - ;  aus (9) folgt: 
(25) ~ u,, +S ~'' + sgn 9~s -~ + sgn ~p~ T + sgn (p~ .~ 
3. Der Punkt P lie~ auf zwei und nur zwei (gegen~berliegen- 
den) Seitenkreisen ~ etwa auf ~ und s~ ~ aus (10) folgt: 
(26) '~(,s ~,) ~ s ~- sgn %s s + sgn q~,1 '~'--~' 
, 2 
1 0 - -2  +~(%.+~,,)+ ~ 
4. Der Punkt P l ie~ auf zwei und nur  zwei (aufe inander -  
fo lgenden) Seitenkreisen ~ etwa auf ~s und s ~ ~ und ist ein Gegen- 
punkt -  ~ '~ des Vierecks~ aus (10) folgt: 
(27) u~,-I-~s + sgn cps , ~4 ~,~ 
1 @~2 
+ u + + - 9 
5. Der Punkt P liegt auf zwei und nur  zwei (aufe inander-  
fo lgenden) Seitenkreiseu - -  etwa auf ~s und s~3 - -  und ist ein Eck- 
punkt --  As ~ des Vierecks; aus (11) folgt: 
6. Der Punkt P liegt auf drei und nur drei Seitenkreisen ~ etwa 
auf ~,  ~ und ~ ~. Von den zwSls auagezeichneten Punkten (vier F_~k- 
punkte, vier Gegenpunkte und je zwei Sc~nit~unkte gegen~berliegender 
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Seiten) fallen drei zusammen; yon diesen ist einer stets ein Schnittpunkt 
gegeniberliegender Seiten; bezfiglich der zwei anderen sind drei F~lle 
denkbar: 
a) Zwei Eckpunkte ~ A tund  At ~ fallen zusammen: 
(29)  ' ua, + ~,,, + ~,  ~,~ 1 e - -  ~.- - - .~- -  2 O.~=A ' =-  ~ + sgn ~o,t T + u 9hz + "~- - - 
b) Ein Eckpunkt und ein Gegenpunk~ etwa At und A n" - -  fallen 
zu~ammen: 
~L---- Aa' '~13 
= - -  ~ s -~- + -i- 9o, ,  + ~ 9 
c) Zwei Gegenpunkte - -  A t '  und As' - -  fallen zusammen: 
(31) ' ~" + ~''- ~'~ + ~'' ~" + ~'' + sgn ~,, + 
7. Der Punkt P liegt auf allen v ier  Seitenkreisen. Yon den zwSlf 
ausgezeichneten Punkten fallen sechs zusammen, yon diesen sind zwei stets 
Sdhnitt-pnn~te gegeniiberliegender Seiten (~ mit ~, und s~ mit ~) .  
Beziglich der vier anderen sind sechs F'alle denkbar: 
a) Die vier Eckpunkte fallen zusammen; tier Fall ist trivial 
b) Drei Eckpunkte und ein Gegenpunkt- etwa At, A~, At und A 4" 
fallen zusammen: 
(3'2) .O..~,=..,~=A, = ~ : "  = _ u,,. + u, ,  +2 ~ '  + ~"  "] ~ - -  ~ - -  a,2 - -  ~ - -  s 
e) Zwei aufeinanderfolgende Eckpunk~ und zwei Gegenpunkte 
e~wa Ai, At, At" und A~" ~ fallen zusammen: 
(.33) ' - - . . . . . . .  ~I=A,=A/=A,  Ut,  "~ USs "~" ~Zs,t ~,t-~" ~,t _1_ Q et - -a ' t - -  2 
2 2 
d) Zwei gegenfiberliegende Eckpunkte und zwei Gegenpunkte-  e~wa 
AI, A/~ A~ und A," - -  fallen zusammen: 
'~ 'Az=A~'=A.fA, '  ~ ~ - 2 2 . . . .  
e) Ein Eckpunkt und drei Gegenpnnlrtr - -  etwa AI, At', A t' trod A~" - -  
fallen zusammen: 
(35) 4 ~,+u. ,  ~s+=.  , , s ,+~,+e-~-2  
~AI=A. , '=A, '=A, '  --" - -  2 2 2 2 " 
f) Die vier Gegenpunkte fallen zusammen: 
(36) 
18"  
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In s~imflichen Oleichungen dieses Paragraphen sind die e.~ gleich 0 
oder or 1 zu setzen, je nachdem der betreffende Punkt, dessen l~ber- 
deckungszahl bestimmt wh-d~ A- oder J-Punkt des Seiten_kreises ~ isk 
Ich bemerke noch, dab die F~IIo 7. nut eintreten kSnnen, wenn eine 
der Gleiehungen :~ ~ ~• --4-_ ~ • ~, 
= gauze Zahl 
erfitllt ist; und zwar gilt fiir b) -~-%-a~ + a. 
far c) -~- '~ '+~+~'  
~ -  9 t == -q' 
i~" e) -~§247247 - 
wobei g eine ganze Zahl bedeutet. 
